Capitulo 3

Limite de una funcion

3.4 Limites infinitos.

e Si dado cualquier nimero M > 0, f(x) > M con tal de tomar a x suficientemente cerca de xy diremos
que f(x) diverge a 400 (se lee més infinito) y lo denotaremos asi: lim f(x) = +oo

Tr—x(

Gréaficamente lim f(z) = 400 quiere decir que dada cualquier recta y = M con M > 0, la grafica

T—T0

de f(z) en cierto intervalo con centro en x( estd arriba de tal recta, exceptuando lo que ocurre en x

Yy

flz) > M —>
= —|—oo

M

o \

x cerca de zg

e Si dado cualquier nimero N < 0, f(z) < N con tal de tomar a x suficientemente cerca de xy diremos
que f(x) diverge a —oo (se lee menos infinito) y lo denotaremos asi: lim f(z) = —oo

Tr—x(

Gréaficamente lim f(x) = —oo quiere decir que dada cualquier recta y = N con N < 0, la gréafica de

Tr—x(

f(z) en cierto intervalo con centro en x esta abajo de tal recta, exceptuando lo que ocurre en x
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x cerca de xg

xo/

fl@) <N —>

T—xy — 00 T—Ty

+ +
Las definiciones de lim f(z) = { > y h’m+ f(z) = { *  son andalogas.
Tenemos entonces:

e lim f(z) =400 & lim f(r) = h’m+ f(z) = 400

Tr—x(

"E—>"L'O "E—>"L'O
o lim f(z)=—00 & lim f(z) = lm f(z) = —o0
T—T0 T—xy T—xy
. ./ 1 Ve . 7/
Ejemplo 3.4.1 Dada la funcion f(x) = W, mostrar numéricamente que lm% f(z) = +oo.
T — z—

v Numéricamente podemos dar a la variable x valores cada vez més cercanos (por la izquierda o por la
derecha) al nimero xy = 3, obtener las imagenes f(z) correspondientes y observar su comportamiento.

x f(z) x f(z)
1 _ 2 1 _ 2
2.9 e 10 3.1 T 10
2.99 L 104 3.01 L 104
‘ 10-4 ‘ 10-4
2.999 L 106 3.001 L 106
‘ 10-6 ‘ 10-6
2.9999 L 108 3.0001 L 108
‘ 10-8 ‘ 10-8
! ! ! !
3~ +00 3t +00

Observamos aqui que cuanto més se acerca x al nimero xy = 3, las imdgenes f(x) (= 10%,10%, 10,108, ...)
son cada vez més grandes. Este comportamiento es el que (intuitivamente) nos lleva a afirmar que f(x) —
+o0 cuando x — 3. Es decir h’rr?l) f(z) =400

Graficamente se ve asi:
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y = f(=)

Ejemplo 3.4.2 Dada f(z) = (_72)4, mostrar numéricamente que lz”n% f(z) = —o0
T — z—

v Damos a x valores numéricos cada vez mas cercanos al nimero xy = 2, primero por la izquierda

(x — 27) y luego por la derecha (z — 21), obtenemos las imagenes f(x) correspondientes y observamos
su comportamiento.

1. Cuando z — 27:

-1 -1 -1 -1
v J@) = A9 =2y = Coay ~ (Sl 10 0
-1 -1 -1 -1
v 1) = Ao =2y ~ o017~ (—109)1 10— 0
-1 -1 -1 -1

x=1.999 = f(x)

= = — — :_1012
(1999 — 2)1 ~ (—0.001)% ~ (—10-3)F _ 10-12

Observamos aqui que las imdgenes f(z) son negativas y cada vez de mayor valor absoluto. Intuiti-
vamente decimos que f(z) — —oo cuando x — 27. Esto es lim f(z) = —o0
T—2~

2. Cuando x — 27T

~1 ~1 ~1 —1
x f(fE) (2‘1 . 2)4 (0‘1)4 (10—1)4 104
—1 —1 ~1 1
X f(z) (201 _ 2)4 (001)4 (10—2)4 10—8
—1 —1 —1 —1
x=2001 = f(x)= — — _ — _10'2

(2.001 —2)* — (0.001)* ~ (10-3)* ~ 1012

Aqui también observamos que las imédgenes f(x) son negativas y cada vez de mayor valor absoluto;

por lo cual (intuitivamente) decimos que f(z) — —oo cuando x — 2*. Es decir, h’m+ f(z) = —o0.
T—2
3. Yaque lim f(x)=—00 & h’m+ f(z) = —o0, podemos afirmar que h’r% f(z) = —o0.
T—27 r—2 r—
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Graficamente se ve asi:

v =@
0]
Ademads tenemos en general
e Si mlinmlog(a:) =0y g(x) > 0 cerca de xy entonces zlirglo g—i) =+oosic>0
e Si mlirg)g(a:) =0y g(x) < 0 cerca de xy entonces mlirilo g—i) =—ocosic>0
e Si mlirg)g(a:) =0y g(x) > 0 cerca de xy entonces mlirilo g—i) =—oosic<0
e Si mlirg)g(a:) =0y g(x) < 0 cerca de xy entonces mlirglo TZ) =+oosic<0

Algunos autores escriben

° (0%) = (OiJf) =+4oosic>0

[14 C byl 14 _I_ byl .
) — = (0—_) =—0c0sic>0

«“ c 9 «“ o 9 )
° <O_+) = (0—+) =—00sic<0
° (i) = (;) =+4oosic<0

1 1
Ejemplo 3.4.3 Calcular lim — & lim —.
z—0- T z—0tT T
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CAPITULO 3.

1. Siz — 0 entoncesz <0 & — <0
T

Como lim z =0 & z < 0 entonces lim — = —oo0.
r—0— z—0— T

2. Siz — 0" entonces z >0 & — > 0.
x

Como lim z =0 & z > 0 entonces lim — = +o0.
2—0+ z—0tT T

1
Recordemos que la grafica de y = — es una hipérbola equilatera.
x
Yy

—2
Ejemplo 3.4.4 Calcular lim & lim .
z—1- T — e—1tx —1
v
1. Six — 1 entoncesz < lporloquexr—1<0 & — 7 > 0.
l’ p—
, , —2
Como lim (x —1)=0 & x —1 < 0 entonces 11r{1 1= +oo0.
r—1~ z—1" T —
2. Six— 17 entonces # > 1 por locual # —1 >0 & — 7 < 0.
l’ p—
, , —2
Como lim (x —1)=0 & x —1 > 0 entonces lim = —00.
st =1t — 1
Como consecuencia no existe h’rr{ — T No es +00 ni —oo0.
r—1 r —
Ejemplo 3.4.5 Dada la funcion f(r) = — , calcular:
l’ p—
lim f(z), lim f(z), lz”gzﬁ flz) & lz”gz+ f(x).

T——2" r——21
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¥ Notamos que
P-4<0 e 2’<4d e Vi< VR & |z]<2 6 2<1<2

asi también
7 —4>0% ... & |2|>2 & < —20bien x> 2

Luego
1. Si x — —2~ entonces x < —2 por lo que 2% — 4 > 0.

Como lim (2% —4) =0 & 2° —4 > 0 entonces lim — = +o0.
z——2" z——2- 12 —4

2. Siz — —2T entonces |z | < 2 por lo que 2% — 4 < 0.

Como lim (22 —4)=0 & 2% —4 < 0 entonces lim = —00.
z——27+ z——2+ 12 — 4
3. Siz — 27 entonces |z | < 2 por lo cual 2 — 4 < 0.
3
Como lim (2> —4) =0 & 2° —4 <0 entonces lim — = —00.
T—2~ z—2- 12 —4
4. Si x — 2% entonces x > 2 por lo cual 22 >4 = 22 —4> 0.
3
Como 1im (22 —4) =0 & 2? —4 > 0 entonces lim = +oo0.
z—2+ a2t 12 — 4

Los resultados 1. y 4. y el 2. y 3. son consistentes con el hecho de que la funcion es par.
Yy

y = f(z)
En general tenemos:
o B , _ . flx) .
e Si lim g(x) =0, g(z) >0 & lim f(x) = a # 0 entonces lim @) +oosia>0
T—T0 T—X0 T—xo g\

13 _l_ 2
(o—+) -
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e Si lim g(x) =0, g(z) >0 & lim f(x) = a # 0 entonces lim J@) =—ocosia<0
T—T0 T—T0 T—To g(l’)
(07) -
. B , _ . flx) .
e Si lim g(x) =0, g(z) <0 & lim f(x) = a # 0 entonces lim ——= = —co si @ > 0
T—T0 T—T0 T—To g(l’)
« (i) ” e
) =
o B , _ . flx) .
e Si lim g(x) =0, g(x) <0 & lim f(z) = o # 0 entonces lim 7@ - +oosi v <0
T—xQ T—xo T—xo
(7) -
-3 -3
Ejemplo 3.4.6 Calcular lim L & limE .
z—1- T — -1t x — 1

v Notamos que lim (z —3) = lim (z —3) =lim(z —3)=1—-3 = -2

r—1~ r—1t r—1

1. Siz — 17 entonces x < 1 por locual z —1 <0

-3
Como lim (x—1)=0,z—1<0 & lim (z —3) = -2 < 0 entonces lim ’ = +o0
r—1~ rz—1— rz—1" T —
2. Siz — 17 entonces x > 1 porloquex —1>0
-3
Como lim (x—1)=0,z—1>0 & lim (z —3) = —2 < 0 entonces lim ’ = —00
z—1+ z—1+ =1+t — 1
. T —3 . :
lim no diverge a +00 ni a —o0.
=1y —1
O
%+ 2 2%+ 2
Ej lo 3.4.7 Calcular i & .
Jemplo arewar W 318 oot 23 4 8
¥ Recordemos el comportamiento creciente de la funcién y = 3.
Notemos ademas que
lim (2° +2) = h’m+(a72—|—2) = lim (z°+2)=(-2)*+2=4+2=6
r——2" r——2 T——
1. Six — —2~ entonces z < —2 por lo cual 2° < (=2)? = 23 < -8 = 2> +8 <.
y 3 3 , 9 2?42
Como lim (z°+8)=0,2°+8<0 & lim (2°+2)=06> 0 entonces lim ——— = —oo0.
T——2- T——2- z——2- T° 4 8
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2. Six — —2T entonces x > —2 por lo que 2 > (=2)> = 2° > -8 = 23 +8>0.

2
2
Como lim (z3+48)=0,23+8>0 & lim (2*>+2) =6 > 0 entonces lim T +00.
z——2+ z——2+ a——2+ 13 4+ 8
2
2
lfim 2 i no diverge a +00 ni a —oo.
e—-2 13 4+ 8
O
Algunas afirmaciones interesantes que podemos hacer con limites infinitos son las siguientes:
Si lim f(x) =400y lim g(z) = «, con @ € R entonces
T—xT0 T—T0
o lim [f(z) + g(z)] = +oc
T—x0
o lim[g(z) £ f(z)] = oo
T—xo
o lim[f(z) X g(x)] = +oosia >0
T—xo
e lim[f(z) X g(x)] = —o0si a<0
T—xo
e lim @:+oosia>0
=0 g(x)
e lim M:—oc>si0z<0
a—ao (1)
e 1im 29 gt a0
z=a0 f(z)
e 1im 2 - gia <o
5 f@)
Hacemos notar que:
e lim Ah(x) = 0" quiere decir que lim h(x) =0y que h(z) > 0 cerca de .
T—xT0 T—T0
e lim h(x) = 0~ quiere decir que lim A(x) =0y que h(x) < 0 cerca de xy.
T—xT0 T—T0
Resultados andlogos se obtienen para el caso en que lim f(x) = —oo y todos siguen siendo véalidos si en
T—xo
lugar de o ponemos ¥, o bien .
. . x—3 1—a?
Ejemplo 3.4.8 Dadas las funciones f(zx) = . & g(x) = P obtener
x — x—
1. lim [f(x) - g(a)] PR (C)
a1 g(z)

2. lim [f(x) x g(x)]

z—1t
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9x)

4

v Sabemos que h’r{{ f(z) =400 &

Ademas:

h’rri g(x)

3.4. LIMITES INFINITOS.
5. lim o) ~ f()
6. tim [g(x) — f(2)
mlir{1+ f(z) = —o0.
e R (R

por lo cual lim g(z) = lim g(z) = —2.

r—1— r—1t

1. Ya que lim f(x) = +o0

r—1—

. Ya que lim f(z) = —o0

z—1t

. Yaque lim f(x) =+o0

r—1~

. Ya que lim f(z) = —o0

r—1t

. Ya que lim f(x) = +o0

r—1—

. Ya que lim f(z) = —o0

z—1t

&

lim g(z) = —2 entonces h’rfl [f(z) — g(z)] = +o0.
r—1— rz—1—

h’m+g(at) = —2 entonces liriﬂ+ [f(z) x g(z)] = +o0
z—1 T—

lim g(x) = —2 entonces lim G = —00.
z—1- e—1- | g(z) |

lim g(x) = —2 entonces lim 9(2)] =07

z—1+ z—1t _f(l’)_

lim g(x) = —2 entonces h’rfl [g(x) — f(z)] = —o0
r—1— rz—1~

lim g(x) = —2 entonces lim [g(x) — f(z)] = 400

r—1t z—1t

O

Definicién.- La recta z = a es una asintota vertical de la funcién f o bien de la curva y = f(z) si
ocurre al menos una de las condiciones siguientes

lim f(z) = —o0;

Tr—a~

lim f(x) = 4o0;

Tr—a~

lim f(z) = —o0;

r—a™t

lim f(z) =400

r—a™t

Nota. Determinar las asintotas verticales de una funcién resulta de mucha utilidad para realizar el bosquejo

de la grafica de una funcion.

Ejemplo 3.4.9

v Dada la funcién f(x) =

(z —

x = 3 es una asintota vertical de la funcién f(z) =

3 sabemos que lim f(z) = h’m+ f(z) = +oo. Por lo tanto la recta
T—3~ z—3
1
(x —3)*
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<«——— 1« = 3 asintota vertical

y=f(@)=

@—3)?
3 x
O
Ejemplo 3.4.10
v Para la funcién f(z) = (17:72)4 sabemos que mlf(?f flz) = gﬂlirgl+ f(z) = —o0 = glglig f(z).
—1
Luego la recta x = 2 es una asintota verical de la curva y = W.
l’ —_—
Yy
2 x
-1
y=f(z) = m
- x = 2 asintota vertical

Ejemplo 3.4.11

-1 six<l1
v Dada la funcién ¢(x) =< = — 3

siz>1
l’ —
. lim 6(z) = Ii r—3
se tiene que lim o(x) = lim = —00
4 z—1+ z—1tx — 1

Luego la recta x = 1 es una asintota vertical de la funcién ¢ o bien de la curva y = ¢(z).

10
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—

y = ¢(z)

<«<—— 1z = 1 asintota vertical

Notese que
lim ¢(z) = lim (2 — 1) =

r—1~ r—1~

Ejercicios 3.4.1 Soluciones en la pagina 13

I. Calcular los limites siguientes:

1. Para f(x) = %

Calcular: lim f(x), h’r(l]ﬂ+ f(z), & h’n% f(z).

z—0~
2. Para f(z) = =3
' o +2
Calcular: h’ngi f(z), h’ng+ (x), & h’r£12 f(z).
r—1
. P =
3. Para f(z) o
Calcular: h’rgf f(z), h’r;ﬂ+ f(z), & h’ng f(z).
3T
4. P =
ara f(x) o
lcular: 1f I 11 i .
Calcular: lim_ f(z), lim f(z), lim f(z) & lm f(z)
1 1
5. Para f(r) = — + —, calcular:
Y
lim f(z), lim f(z), & lim f(z).
—oT
6. Para f(l’) = m
Calcular: lm f(z), lim f(z), lm f(z), lm f(z), lm f(e), &lm f(z).

11
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7. De acuerdo con la teoria de la relatividad, la masa m de un objeto que viaja a una velocidad v, estd

dada por
mo
v
-z

donde mg es la masa del objeto en reposo y ¢ es la velocidad de la luz.

(a) Explicar qué ocurre cuando v se acerca a la velocidad de la luz

(b) Explicar por qué sélo tiene sentido calcular lim m

v—C

1 3
8. Calcular: lim (s —5 2 4) )

s—2+
3 2
9. Calcular: lim I )
z—1- 132 —1
2
10. Calcular: lim )
c—2t 4 — 12

12
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3.4. LIMITES INFINITOS.

Ejercicios 3.4.1 pdgina 11

1.

lim — = —o0;
z—0— T z—0t T

.1 . . .
lim — no diverge ni a 400 ni a —oo
z—0 T

, -3
lim = 4-00;
z——2— X + 2
-3

lim =
z——2+ T+ 2

lim no diverge ni a +0o ni a —oo
x——-2x + 2

:13—1_

lim

= —OO'
T—2— T — 2 ’

:13—1_

lim = +00;
r—2+ x — 2

, rz—1
lim =+
z—2 1 — 2

lim f(z) = —o0;
r——1"

lim f(z) = +o0;

r——11

lim f(z) = —o0;
rz—1—

lim f(z) =0;

z—0~

10.

lim f(z) = +o0;

z—0t

lim f(z) no existe.
z—0

lim f(x) = +o0;
T——2"
li — +oo;
lim  f(z) = +oo;
lim f(x) = 4o0.
T——2
lim f(z) = —o0;
T—2~
it = —00;
Jim f(z) = —oo;
lim f(z) = —o0.
T—2
, L cmg
(a) lim m = lim —5—= = toc.
(b) Puesto que v < ¢
1 ! SR
o \s—2 £-4) 7"

13



